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УДК: 517.946 
ЕДИНСТВЕННОСТЬ И УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ИНТЕГРАЛЬНОЙ 
ГЕОМЕТРИИ С ВОЗМУЩЕНИЕМ 
 
А.Х.Бегматов, З.Х.Очилов, А.З.Хусанов  
Самаркандский государственный университет 
akrambegmatov@mail.ru 
 
Аннотация. В работе рассматривается новый класс задач интегральной геометрии 
вольтерровского типа с весовой функцией специального вида. Доказаны теоремы единственности и 
существования решения, получены оценки устойчивости и формула обращения в пространствах 
Соболева, тем самым показана слабая некорректность решения задачи интегральной геометрии. 
Рассмотрено постановка задачи интегральной геометрии с возмущением на семействе параболах в 
полосе. Доказано теорема единственности ее решения в классе дважды непрерывно 
дифференцируемых и финитных функций, а также получены оценки устойчивости в пространствах 
конечной гладкости.  
Ключевые слова. Задача интегральной геометрии, слабая и сильная некорректность, 
единственность и устойчивость. 
 
Uniqueness and stability problem of integral geometry with indignation 
Annotation. A new class of Volterra type integral geometry problems with a special-weight 
function is considered. Theorems of uniqueness and the existence of a solution are proved, stability 
estimates and the inversion formula in Sobolev spaces are obtained, thereby showing the weak incorrectness 
of the solution of the integral geometry problem. The statement of the problem of integral geometry with a 
perturbation on the parabola family in the strip is considered. The uniqueness theorem of its solution is 
proved in the class of twice continuously differentiable and compactly supported functions, and stability 
estimates are obtained in spaces of finite smoothness. 
Keywords. The problem of integral geometry, weak and strong incorrectness, uniqueness and 
stability 
 
Qo‘zg‘alishli integral geometriya masalasi yechimining yagonaligi va turg‘unligi 
Annotatsiya. Bu ishda maxsus ko‘rinishdagi vazn funksiyali volterra tipidagi integral geometriya 
masalalarining yangi sinfi qaralgan. Integral geometriya masalasi yechimining mavjudligi va yagonaligi 
teoremalari isbotlangan, Sobolev fazolarida turg‘unlik bahosi va teskarilanish formulalari olingan bo‘lib, 
integral geometriya masalasi kuchsiz nokorrekt masala ekanligi ko‘rsatilgan. Polosada (yo‘lakda) 
parabolalar oilasi bo‘yicha qo‘zg‘alishli integral geometriya masalasining qo‘yilishi qaralgan. Ikki marta 
uzluksiz differensiallanuvchi va finit funksiyalar sinfida yechimning yagonaligi teoremasi isbotlangan, 
shuningdek, chekli silliq fazolarda turg‘unlik bahosi olingan. 
Kalit so‘zlar: integral, geometriya masalalari, kuchli va kuchsiz nokorrektlik, yagonalik va 
turg‘unlik.  
 
Введение 
Интегральная геометрия – это интенсивно развивающая область современной математики. 
Она является одним из крупных направлений в теории некорректных задач математической физики 
и анализа. 
Приведем общую постановку задачи интегральной геометрии [1]. 
Пусть ( )u x - достаточно гладкая функция, определенная в 
nR и  ( )S y  – семейство 
кусочно – гладких многообразий в этом пространстве, зависящих от параметра ( )1 2, ,..., ny y y y= . 
Пусть, далее, от функции ( )u x  известны интегралы 
( )
( , ) ( ) ( ),
S y
g x y u x ds f y=    (1) 
где ( , )g x y  - заданная весовая функция, ds  - элемент меры на ( )S y . Требуется по функции 
( )f y  восстановить функцию ( )u x . 
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Основные вопросы, возникающие при исследовании этой задачи следующие. Первый и 
самый принципиальный вопрос, определяет ли однозначно задание функции ( )f y функцию ( )u x
? Далее, как найти по функции ( )f y функцию ( )u x ? При этом важен вопрос: как получить 
аналитическую формулу, выражающую ( )u x через ( )f y ? Здесь следует отметить, что это 
возможно не во всех случаях. И, наконец, вопрос естественным образом связанный с теоремой 
существования решения задачи: каковы необходимые и достаточные условия принадлежности 
( )f y классу функций, представимых через интеграл (1)? 
Задачами интегральной геометрии вольтерровского типа называются задачи, которые могут 
быть сведены к исследованию операторных уравнений вольтерра в смысле определения, данного 
М.М. Лаврентьевым [1]. 
Достаточно общие результаты по единственности и устойчивости решения задач 
интегральной геометрии в случае, когда многообразия, по которым ведется интегрирование, имеют 
вид параболоидов, весовые функции и многообразия инвариантны относительно группы всех 
движений вдоль фиксированной гиперплоскости, получены В.Г. Романовым [3]. Слабо 
некорректные задачи интегральной геометрии вольтерровского типа с весовыми функциями, 
имеющими особенность исследовались в работах [9-14]. Теоремы единственности, оценки 
устойчивости и формулы обращения слабо некорректных задач интегральной геометрии по 
специальным кривым и поверхностям с особенностями вершинах получены в [15-18].  
Единственность решения значительно более широких классов задач интегральной 
геометрии в полосе, рассматриваемых как сильно некорректные, была установлена В.Г. Романовым 
(см.[4]). В работах А.Л. Бухгейма [5,6] получены формулы обращения для задачи восстановления 
функции через интегралы от неё по параболоидам в полупространстве 0y , причем формула 
обращения, приведенная в [5], содержит только конечное число производных от данных. В [6] с 
помощью техники шкал банаховых пространств доказана теорема единственности решения задачи 
интегральной геометрии в полосе на параболах с весовой функцией, аналитической по части 
переменных. 
В своей работе [2] М.М. Лаврентьев показал единственность решения сильно некорректной 
задачи интегральной геометрии в полосе на параболах с возмущением достаточно общего вида. 
В работах [7-8] рассматриваются некоторые классы возмущенных полусингулярных 
интегральных уравнений в трехмерном пространстве, возникающие при исследовании ряда задач 
интегральной геометрии. Здесь доказаны теоремы единственности и в слабо некорректном случае 
теорема существования решения таких уравнений. 
В статье рассматривается задача интегральной геометрии с весовой функцией специального 
вида по полуплоскости 0y . Доказаны теоремы единственности и существования решения в 
классе гладких финитных функций, получены оценки устойчивости решения задачи в 
пространствах Соболева, что показывает её слабую некорректность, а также формулы обращения.  
Основная часть 
Введем обозначения, которые будем использовать в этом пункте: 
,),( 2Ryx  ,),( 2R ,, 11 RR    
( ) ( ) ,,,0,:, 1 = llyRxyx  
( )   .,0,:, 1 lyRxyx =  
Постановка задачи. 
В полосе   рассмотрим семейство кривых, которое однозначно параметризуются с 
помощью координат своих вершин ),( yx , произвольная кривая семейства ),( yxP  определяется 
соотношениями 
( ) ( ) ( ) −+−== xyxyyx  ,0,:,yx,P 2  
( ) .,0,)(:, 2 yxxyyx +−+=   
Задача 1. Определить функцию двух переменных ),( yxu , если для всех ),( yx  из полосы 
  известны интегралы от функции )(•u по кривым ),( yxP : 
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( ) ( ) ( )yxfdyxuxgdyxuxg
x
yx
yx
x
,,)(,)(
22
=





−+−+





+−− 
−
+
  (2) 
где 
),(1)( 

 −







 −
=− x
y
x
xg (3)
 



−
−
=−
.0,0
,0,1
)(



xесли
xесли
x  - функция Хэвисайда. 
Функция ),( yxu  – функция из класса u, которые имеют все непрерывные частные 
производные до второго порядка включительно и финитны с носителем в 
2
+R : 
supp  −= llyaaxayxDu ,0,0,:),(  
Доопределим правую часть уравнения (2) при 0y .  
Введем функцию 





=
.0,0
,0),,(
),(*
y
yyxf
yxf  (4) 
Как следует из постановки задачи 1 и условий, наложенных на функцию )(•u , к функции 
),(* yxf  можно применить преобразование Фурье по y . Рассмотрим преобразование Фурье по 
переменной y  функции ),(* yf  . Учитывая, что  
0),(* yxf , при 0y , 
Имеем 


−
= dyyfe yi ),(),( *  

, 
а интеграл в правой части последнего соотношения равен 
.),(ˆ),(ˆ
0
dyyfedyyfe yiyi   
++
−
= . 
Таким образом, доопределив ),( yxf  в нижней полуплоскости нулём, к обеим частям 
уравнения (2) можно применять преобразование Фурье по y  и интеграл Фурье будет иметь вид: 
.),(ˆ
0
dyyfe yi 
+
 
Введем следующие функции  
( )
,),(
0
)2(2
dheI
hhi


++
=

  (5) 
( ) ,),(1),( 21 

 
I
d
eI yi
+
= 
+
−
−  (6) 
.),(),( 12 
 dyIeyI xi
+
−
−=  (7) 
Справедлива следующая теорема: 
Теорема 1.Пусть функция ),( yxf  известна для всех ),( yx  из полосы  . Тогда решение 
задачи 1 в классе u единственно, имеет место представление 
2 4
2 2 2 2
( , ) ( , )( ) ( , )u x y I x y f d d     
  
+ +
− −
 
= − − −
   
 (8) 
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 и выполняется неравенство 
2,2
2 2
1( ) ( )L W
u C f
 
  
где 1С  – некоторая постоянная.  
Ответ на вопрос о существовании решения задачи интегральной геометрии дает следующая 
теорема: 
Теорема 2. Пусть правая часть уравнения (2) удовлетворяет следующим условиям: 
 1) ),( yxf  финитна по переменной x ; 
 2) ),( yxf  имеет все непрерывные частные производные до второго порядка включительно; 
3) 
0( , ) ( , ) 0 ( 0,1,2)
m m
y y lm m
f x y f x y m
y y
= =
 
= = =
 
. 
Тогда существует решение уравнения (2) в классе непрерывных функций, финитных по 
аргументу x , определенное формулой (8). 
Теперь исследуем задачу интегральную геометрии с возмущением. Через ( , )S x y  
обозначим часть 
2R+ , ограниченную кривой ( , )P x y  и осью 0.y =   есть полоса: 
( ) 1, : , [0, ]x y x R y l=   . 
Задача 2.Определить функцию ( , )u x y , если для всех ( , )x y  известны интегралы от неё 
по кривым ( , )P x y  и площадям ( , )S x y  с весовой функцией ( , ; , )k x y    
0 0
1
( , ) ( , ; , ) ( , ) ( , )
2
y y x h
x h
d
u x h k x y u d d F x y
h

      

+
−
− + =
+
   , (9) 
где h y = − . 
Функция ( , ; , )k x y   – функция финитна, имеет все непрерывные частные производные до 
второго порядка включительно и вместе своими производными обращается в ноль на параболах  
( ) ( ) ( ) 






−+−== xyxyyx  ,0,:,yx,P
2
 
( ) .,0,)(:, 2 yxxyyx +−+=   
 
Функция ( , )F x y считается известной во всей полуплоскости. 
Уравнение (9) соответствует задачу интегральную геометрии с возмущением. Первое 
слагаемое в левой части (9)  
0
1
( , ) ( , )
2
y
d
u x h f x y
h



− =
+
 , 
где h y = − , представляет собой совокупность интегралов от искомой функции по семейству 
половинок парабол с вершинами в точках ( , )x y .  
Второе слагаемое 0( , ) ( , ) ( , )f x y F x y f x y= − - интеграл с весом ( , ; , )k x y   по частям 
полуплоскости, ограниченными параболами. 
Теорема 3. Пусть функция ( , )F x y  известна в полосе  . Весовая функция 
2
0( , ; , ) ( )k x y C     вместе со своими производными до второго порядка включительно 
обращается в ноль на параболах ( , )P x y . Тогда решение задачи 2 в классе дважды непрерывно 
дифференцируемых и финитных функций единственно в полосе   и выполняется неравенство 
2
2 2
3( ) ( )L W
u C F
 
 , 
где 3C  – некоторая постоянная. 
Из условий, наложенных на функции ( , )u x y  и ( , ; , )k x y    вытекает, что функции ( , )f x y  и 
( , )F x y  будут иметь все непрерывные производные до второго порядка включительно. 
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